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INTRODUCCION

Las imé4genes discretas monocromaticas (IDM) participan crecientemente en la ciencia y técni-
¢a de nuestros dias. Las im&genes en una pantalla de televisién en blanco v negro, las imégenes
que provienen de los satélites de prospeccidn de recursos de la tierra son ejemplos de este tipo
de imégenes.

En medicina y astronomia, por citar dos casos, se utilizan {IDM) u otras que no siéndolo son 8-
cilmente reducibles a imégenes de esa indole. Cada vez son mayores los campos de utilizacién
de las (IDM). Es cierto que existen también imégenes discretas policroméaticas, no nos ocupare-
mos de ellas en este trabajo pero los métodos y conceptos presentados para las (IDM) son ex-
tendibles a este caso.

La creciente utilizacion de las (IDM) se debe a que se prestan particularmente bien al tratarmien-
to numérico por medio de computadoras, sin pérdida significativa de I precisién de contenido
de informacion en relacién a las im&genes que, en contraparte, lamariamos monocromaticas
de tones continuos.

En su utilizacién préctica las (IDM) deben ser interpretadas, comparadas, etc. Es esta ‘opera-

cibn de comparacién la que nos interesa para los fines de este trabajo.

Conviene aclarar que supondremos que las (IDM) pusden ser sometidas a una serie de trata-

mientos previos {correccién geométrica en el caso de (IDM) provenientes de satélites de pros-
peccidn de recursos, filtrados, etc.). Trabajamos con im&genes que son consideradas ya pro-

ducics finales para su utilizacién con fines de comparacion.

& operacién de amparac%én de dos iméganes discretas monocrométicas consiste, bésica-
mente, en elegir una imagen como patrdn y compararla con otra para establecer cudl es el gra-
do de semejanza entre ambas. Es cierto que este proceso puede efectuarse —y de hecho se
efectia~ utilizando nuestro sistema de percepcién visual. Sin embargo las comparaciones
s de este modo son fuertemente dependientes de!l intérprete humano. Dos personas, con
sriencias y formaciones distintas, Duer‘en hacer comparaciones cuyos resultados sean no-
nente diferentes. Para obtener resultados més consensualmente aceptables es necesario
sceder de otra modo; se requiere que ¢l sistema de comparacién se preste menos a la ambi-
edad y que, en consecuencia dependa menos de las caracteristicas del intérprete. La ciencia,
seneral, ha avanzado notablemente en ese %Pmodo mediante la especializacién y precisién
del lenguaje utilizado. En la medida en que precisamos la seméntica y la sintaxis del sistema de
signos empleado para tratar un determinado campo que nos interesa conocer, se disminuye la
ambigledad y se ﬁehde a constituir lenguajes monosémicos. Esto es, lenguajes cuyas combina-
ciones de signos i ti€nen significacién Gnica. En este caso que nos ocupa se ha intentado la re-
duccién de los conceptos de imagen discreta monocromética y de semejanza a conceptos ma-
tematicos. De este modo la semdntica de 1a sintaxis con que se tratan los primeros conceptos
corresponde a las de la matemdtica que es el lenguaje monosémico por antonomasia.

=

Esta reduccidn, por otra parte, abre el camino para la comr‘ar‘aciuh por conducto de fa compu-
tacién electrénica. De este modo, el procedimiento se be rw(ma con la repidez y precisién pro-
pios de esta tecnologia.
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LA SEMEJANZA

: 3

Sea A un conjunto finito no vaclo de elementos cualesquiera. Denotemo§ por A x A o0 mas
brevemente por A2 el producto cartesiano de A por si mismo. Una relacién binaria en A que
denotaremos R es cualquier subconjunto de A2. Sia y b elementos de A estan en la relacion
binaria R, escribimos (a,b) € R. 5L -

Dada una relacion binaria R, ésta puede cumplir diferentes propiedades. En este trabajo nos in-
teresa el cumplimiento o no de las propiedades de reflexividad, simetria y transitividad. En ge-
neral las relaciones binarias reflexivas, simétricas y transitivas se dice que son relaciones de
equivalencia. Las relaciones binarias reflexivas, antisimétricas y transitivas son relaciones de or-
den y las que son reflexivas, simétricas y nonecesariamente transitivas se dice que son rela-
ciones de samejanza o similitud.

Esto es, sea R una relacion binaria en A y a,b,c € A si se cumple que:

iy paratodaa € A, (a,a) € R
i) paratodo a,b € A, (a,b) €E R = (b,a) € R
ii) para todo 8,b,c, € A, (a,b) € Ry (b,c) € R = (a,c) § R.

donde § denota: no necesariamente pertenece, entonces R es una relacién binaria de seme-
janza.

Sin embargo, aunque lo anterior es una caracterizacion rigurosa de la semejanza no se presta al
célculo numérico. Para salvar este obstaculo utilizaremos otro concepto, el concepto de proxi-
midad. La proximidad es también una relacion binaria entre elementos de un conjunto. Es po-
sible mostrar (aunque no lo haremos aqulf) que una relacién de proximidad es reflexiva, simétri-
ca y ne necesariamente transitiva. Esto es. cumole exactamente las mismas nrooiedades que
la relacién de semejanza; en otras palabras: semejanza y proximidad son la misma relacién
con diferente nombre. Sin embargo, la nocién de proximidad nos sugiere el método para calcu-
larla: dos objetos o elementos de un conjunto estardn préximos (y en consecuencia seran se-
mejantes) si la distancia que los separa es pequefia.

Dado lo anterior nos interesa ahora precisar las condiciones que debe cumplir un conjunto para
que sea posible calcular una distancia entre todos sus pares de elementos. Después, mas ade-
lante, precisaremos qué entendemos por una ‘‘distancia pequefia’’.

Sea A wn conjunto no vaclo y finito (0 no) de objetos (o elementos) cualesquiera. Sea d una
funcién de A2en B *, donde R * denota a los numeros reales positivos (cero incluido). Sid
cumple que:

i) paratodoa € Ayb € A,d(a,b,) = 0.
iilsia, b € Ayd(ab) = 0 entoncesa = b.

iii) paratodoa, b € A, d (a,b) = d (b,a).
ivl paratodo 8, b, c € A, d(a,b) + d (b,c) = d (a,c).




o

REV.MEX.ING.BIOMED, 6 (2) 1985

entonces d es una distancia que induce una métrica en A. El conjunte A provisto de la distan.
cia d constituye un espacio métrico. Esto es, un conjunto donde es posible medir una distancia
{y por ende evaluar una proximidad y en consecuencia evaluar una semejanza) entre cualquier
par de elementos que pertenezcan a él. En consecuencia, resulta de particular importancia si se

tiene interés en medir semejanzas entre elementos de un conjunto, que éste sea un espacio
métrico. A

IMAGENES MONOCROMATICAS DISCRETAS

Sea P el conjunto de celdas de un arreglo rectangular de N renglones por M columnas. Sea

T un conjunto de tonos de gris. Sea f una funcién que asocia a cada celda @ | j € P lque

L flamaremos una posicién) uno y sélo uno de los tonos de gris t k €T. Denotemos por
] f(aij) = tk Ia imagen de aij € P que f le asocia en T. El conjunto de todas las imagenes

de P, dispuestas en el mismo arreglo que P es lo que llamaremos una imagen discreta mo-
1 : nocromaética.

figura No. 1

. En la figura No. 1 se da un ejemplo muy simple de este tipo de imagen.

Sien T hay K tonos de gris distinguibles y por 1P y ITl denotamos la cardinalidad de cada
uno de ellos, el nimero

posible de imé&genes construibles a partir de esos conjuntos estaré
dado por: o

P!

SilTl=K y1

Pl = nxm entonces tendremos que el ndmero de im&genes construibles es:
Axm
K
En la practica, una imagen de satélite Landsal 4, por ejemplo, puede manejarse con § tonos

de gris y 2,430 renglones y 3,240 columnas. Por tanto, el nidmero de imigenes construibles
es: :

82,430 x 3,240 s 87.!3?3,200.

El nirmero anterior es dificiimente manejable. Por esa razén es indispensable organizar ese
conjunto; dotarlo de una estructura que nos permita guiarnos en ese universo.
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ORGANIZACION DEL UNIVERSO
DE IMAGENES MONOCROMATICAS DISCRETAS

Para ilustiar la organizacidn del universo i, nos valdremos de “un modelo a escala”. SiPesel
conjunto formado por 2 renglones y 2 columnas y T esta constituido por 3 tonos de gris, este
modelo a escala de §t, que denotaremos por jt' constard de

34 = 81 imagenes.

Y

En el anexo | de este trabajo, se muestra una representacion de este Universo. 1 Al pie de la fi-

] gura se ha establecid6 una relacion de orden total entre los tres tonos de gris del conjunto T.
Con base en ese orden total, el universo u’ de figuras puede organizarse en un orden parcial.
Ese orden, estd figurado por las lineas negras continuas. A continuacién, listamos sin de-
mostracién y sin comentarios las propiedades més relevantes para nuestros fines, de ese orden
parcial establecido en jt’. :

E! orden parcial es un latice que denotaremos por L

e Esto es, cada par de elementos X,Y, €L p posee un supremo que denotaremos por
XVY y un infimo que se denotard por XAy :

e Ellstice L p’ cumple Ia condicién de Jordan-Dedekind.
£l tétice L 1’ admite una funcién de rango. Esto es, seal una funcién de L u enlosente-
tos E. Se cumple entonces que si: ;

X,y € Ly' yx > yentonces (x) > rly)

Si X es antecesor de Y entonces: rly) = r(x) + 1.

En consecuencia Ly’ es graduable.

OO OSRRgS re -t cumale la cqodician:.
rix) + rly) = rixvy) + r(xAy)
en consecuencia Ly’ es modular.
e Teorema: Un latice es métrico si y solo si es modular.

En corsecuencia Lp' es un latice métrico.

Esto es, el latice L 1’ (que es un conjunto de iméagenes discretas monocrométicas organizadas
por una relacion de orden parcial) es un espacio métrico. De acuerdo con lo que ya sabemos,
en un espacio métrico es posible calcular una distancia entre todo par de elementos; conse-
cuentemente es posible medir proximidades y por lo tanto semejanzas: Dado que los elementos
del conjunto L u' son iméagenes discretas monocrom4ticas y L p' es un espacio métrico, en-
tonces entre todo par de este lipo de imagenes es posible medir una distancia y consecuente-
mente la semejanza entre ellas. Se puede demostrar que para todox,y € Lp' d(xy) =
rixvy) - r(x Ay) es una funcién de distancia siL g’ es un latice métrico.

LA CONSTRUCCION DEL INDICE

Como puede verse en la figura del anexo |, el latice L p' tiene un supremo absoluto (la imagen
/cggplﬁ@_aﬂegm,_ne,grs\ y un infimo absoluto, (la imagen completamente blanca). La distancia
méxima en el 14tice es, entonces, 13 distancia entre estos elementos. En consecuencia, una dis-
tancia serd “’‘pequefia’’ en relacion a esa distancia maxima. Desde luego, nada cambia, silpes
extraordinariamente grande. Es claro que existe una cierta relacion inversa entre 1a figura negra
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y 1a figura blanca: son negativoy positivo (en sentido fotogrético). Es conveniente, en nuestra
opinién, que el Indice dé cuenta de esta semejanza inversa,

El indice que proponemos es entonces el siguiente:

- L. RExy
= o . dmax.

Este indice da una medida normalizada de la relacion que hay entre la distancia méxima y la dis-
tancia entre dos imégenes {consecuentemente es una medida de la semejanza).

Los valores de este (ndice serdn:

1 siX ey sonidénticos; esto es si X es la misma imagen que Y.

0 siX ey son maximamente desemejantes en i,

-1 siX ey soninversas en el sentido de que una es el negativo (en sentido fotografico) de la
otra imagen. .

Enla medida en que el indice es més cercano a 1, la semejanza directs serd mayor; 8 medida que
se acercs a -1 1a semejanza inversa seré mayor; finalmente, en la medida en que el valor del Indi-
ce se aproxirne a 0 crecerd la desemejanza.

~ ISOMETRIAS

Nos ha parecido interesante que el indice propuesto sea invarianie 3 las modificaciones de ta-
mafio, a las rolaciones y a las traslaciones. Por ejemplo, siunaimagen es una A, el Indice debe-
14 ser 1 si esa misma A es més pequefia, esté desplazada o estd girada.

El primer paso propuesto para cumplir este fin, es el de normalizar las figuras en tamafos y to-
nos.

1

8x8 4dx4

1 Imogen ! 2 tonos Imogen 2 2 tonos

Se normaolizan en 4x 4 elementos y se obtiene
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dx 4 Imagen 1 dxd Imagen 2

Ls normalizacin en la imagan 1 se hace promediando el nomero de elementos contenidos con
ol nimero do slementos deseados uno por uno: Asl en el case mostrado, considerando el origon
como el punto superior izquiardo y ! primer subindice de cada elemento como el renglén
correspondiente y el segundo subindice de cada elemento como la columna correspondiente.
Por ejemplo: el elemento del primar renglén de la segunda columna denotado por @ 1258 definid
con un 75% de tono negro y un 25% de tono blance, por lo tanto se le asigna el tono negro. El
elamento a 4 Tuvoun 100% de blanco, etc, El resultado de este procedimienio puede verse en
al anaxo I

Otro elemento importante es la eliminacién de la gependencia en la rolacidn de imagenes; dos
imégenas pueden ser reconocidas como iguales aungue en una de ellas exista un gira.

Para eliminar esta dependencia es nacesario encontrar una orientacién Gnica para cada imagen.
Un método propuesto por Bribiesca y Guzmén elimina la dependencia en rotacién usando un
rectdngulo basico y definiendo el eje mayor para cada forma {generalizado aqul al caso de las
imigeneas).

Agl, ol objetivo es, dadas:

Dar un tamafio Gnico o sea normalizar y dar una orientacién dnica.

* Prdusscs snd Gurrmde “How 1o Describe Pure Form and How to Measure Dilerences i Shapes Using Shape
Humbers”™ Patiern Recogaition Vol 12 Noo 2 pp 101902
Pergamon Pregs, 1980
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Considerando ef siguiente arreglo numérico Como una imagen, 5& proponen algunos ceiterios:

3
[
1
1

[ = =2 =)
N o~f O
G O M =

imagen de 4 x 4 elementos con 9 tonos de gris.

il Seleccionar un eje mayor entre los puntos de més alla tonalidad y orientarlo on el eje

de los X8
1
Eje mayor 5 2 e
' < O !
3 vgnb o) 3 8151 dibe? 3 . -
' [T a2 y | 4 632 y| 468
167 9 168 7°8 12 E
1-2 & 3 L} 2 53 1 |
X X

Crientackon en X.

Ahora bign, usando este método podrlz salir mas de un eje mayor; es recomendable enton-
ces, agregar nueves condiciones que garanticen la uricidad de |3 oriantacion.

Seleccibn del centro de gravedad de la imagen, es decir, si los pixeles o sea los elemantos
minimos de resolucién “pesardn” proporcionalmente a su intensidad de gris, se debe en-
contrar e! punto de equilibric sea de ls imagen y éste serd dnico.

]
B O
1 o~ G R
Dk ==

Un ejemplo de imagen.

siderands cada pixe! como una masa, 8l centro de gravedad entre ios dos primeros pixeles __

™ s
bl b
d

el primer rengidn sarla |

r'I."1,|,|t',I = rn r Bn dondi:l + rz = distancia entre I!'I"1,rl“|:112

la distancia entre M, y M, es unitaria, de donde:




P 8 REY. MEX, NG BIOMED, B |2}

mﬂ“_li'.' = myf,
Substituyendo valores

3(1-r,) = 8r,
3-3r, = 8,
3 = 1r,

r,= 3 ¥ consecuentemente I, = —
1

Se define el nuevo centro con I, conocido y la suma de las masasm,  y M,y se continda inte-
ractivamente hasta encontrar el centro de masa, este punto se vuelve Unico y con un criterio
sdicional como podria ser el punto de manor intensidad o la relacion entre este punto y el eje
mayor y es! definir una orientacion Gnica. Otra alternativa puede ser considerar el centro de
mAsa como ofigen y establecer un orden en aspiral 8 partir de él.

En ¢l apéndice ll, se muestran algunos ejemnplos de la aplicacién de esos criterios para la orien-
tacidn de Imdgenes.

APLICACIONES

La aplicaclén fundamental del Indica de semajanza propuesto es la de comparar una imagen co-
nocida, qua sirve de patrdn, con otra u otras para inferir, & partir de la primera, propiedades no
conocidas sobre dstas Gltimas. Por sjemplo, si utilizamos como patrén la radiografia (transtor-
mada en Imagan discrata monocromética) de un érgano sano del cuerpo humano o afectado
por una clerta enfermadad, {que ya conocemos bien) podemos comparar contra esle patrdr,
mediante al indice de semejanza propuesto, otra radiografia del mismao drgano y medir cuantila
tivamenta su grado de similitud. Esta comparacién puede sar muy Gtil a los fines de dragnostico
da enfermadades.

Otra aplicacién que podria resultar particularmente interesante es la medicin de la evolucion
tarrltorial. Supongamos qua quetemos medir por estades o municipios el grado en que s ha
miodificado, su 1erritorio. Si disponemaos de tomas de satélite en dos fechas que definan un pe-
riodo podemas medir Ia sutose nejanza de cada estado o municipio. Si el Indice es muy cercano
a 1, &l territorio del estado, municipio lo regién consideradal la evolucitn es poco significativa.
A la inversa, en tanto el Indice s& aproxime a 0, la evolucién ha sido muy intensga: el territotio en
cuestién no g8 perece a 8l mismo después de haber transcurrido un perlodo de tiempo.

En &l anexo IV, se presents unae aplicacikén concreta del (ndice B un conjunto de imégenes
discralas mnnncrnmalicu, El ejemplo se explica por sl mismo.
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FOSIBLES EXTENSIONES

Una extensidn natural del Indice propuesta, ey la medida de la semejanza entre imdgenes I

discretas policromdticas. 5 aceplamos gue los diferentes colores y 1as variaciones de tono en '}

cada uno de ellos son expresables como combinaciones lineales de los Ues colores bisicos, en-

tonces toda figura discreta policromética es reducible 8 una matriz numdrica. En este caso, ce- _',':l
} da unidad minima de resolucidn (pixe!) estarls definida por tres ndmeros que identificarlan of g

poicenaje en que inlervienen cada uno de los colores bisicos para definir al color y el tonc aso-
ciado & esa unidad o posicidn. Hecho esto, el procedimiento es el mismo que pars fzs (IDM] I
con 18 salvedad de que sumenta notoriamente el ndmero de elemantos 8 procesar. Ex obvio .
que también la precisidn para discernir el grade de semejanza aumanta considerablaments, .

i
4
3 i
i
-
Ul
| *
{1
(4
it
1
| |l
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ANEXO IV
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