INTRODUCCION AL PROCESAMIENTO
DISCRETO DE SENALES

- - M.enC. Miguel Lindig Bos

I. INTRODUCCION.

El procesamiento digital de
sefiales constituye un campo de
creciente importancia en la apli-
cacion de la electrénica. La poten-
cialidad de esta herramienta ha
recibido una espectacular confir-
macién en la calidad de las imé&-
genes del planeta Marte vy, recien-
temente, de Japiter, transmitidas
por sondas espaciales . Entre las
aplicaciones del procesamiento
digital de sefales se encuentran
campos tan diversos como: Analisis
de informacion sismica, control de
vibracion en motores, andlisis de
estructuras, filtrado de sefiales da
radar, etc. El andlisis espectral ha
recibido creciente atencién como
herramienta de investigacion vy
como medio de control a partir de
la disponibilidad de procesadores
dedicados, capaces de operar en
tiempo real. Una prueba més de la
creciente importancia de este cam-
po lo constituye el crecimiento de
las comunicaciones en forma di-
gital, que actualmente ya incluye la
telefonia y televisidn, esta dltima en
forma experimental. *En particular
en medicina, el anélisis espectral es
una herramienta importante en téc-
nicas tales como electroencefa-
lografia. Técnicas basadas en el fil-
trado digital’ v procesamiento no
lineal se aplican a iméagenes de
rayos X y ultrasonido. El filrrado
digital de sefiales cuasi-periédicas
lelectrocardiografia, fonocardio-
grafia, etc.) es tecnoldgicamente
realizable y cada wvez mas econd-
micamente factible. Es previsible
que la bdsgueda continua de
metodos de diagndstico més po-
derosos tendra que resultar en una
aplicacidn creciente del procesa-
mignto digital de sefales,
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El procesamiento digital de
sefales constituye un claro ejemplo
de la interdependencia cientifico-
tecnologica. Jean-Baptiste-Joseph-
Fourier (1768-1830) cred las bases
del analisis armdnico con su Teoria
Analitica del Calor (Theorie analy-
tique de la chaleurl, presentada en
1807. La teoria matemdtica del
andlisis espectral nace, pues, a
principios del siglo XIX. Sin embar-
go, 140 afios después hubo afir-
maciones en el sentido de que el fil-
trado utilizando filtros del tipo no-
recursivos, nunca habria de so-
brepasar el nivel de curiosidad
matematica debido a la gran can-
tidad de célculos involucrados en &l
proceso. Actualmente, este tipo de
filtros se han realizado en forma de
cicuitos integrados. Los desarrollos,
lal vez, clave que hicieron posible al
surgimiento en aplicaciones préac-
ticas del procesamiento digital de
sefiales fueron, por una parte, el
descubrimiento de un algoritmo al-
tamente eficiente para calcular la
transformada discreta de Fourier
por J.W. Tuckey y J.W. Cooley (1)
¥, por otra, el desarrollo de uni-
dades aritméticas que satisfacen 'as
caracteristicas de welocidad re-
queridas en el procesamiento en
tiempo real, basadas en circuitos
integrados digitales, cada vez fun-
cionalmente méas completos vy
rapidas,

Actualmente, el desarrollo vy
construccidn de procesadores de-
dicados a alguna forma de pro-
cesamiento digital de sefiales o3
eminentemente factible al nivel de
un laboratorio de electrénica de en-
sefianza superior,
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Il. BASES TEORICAS DEL
PROCESAMIENTO DISCRETO.

1._ Teorema de Muestreo.

Un procesador digital {ya sea una
gomputadora de proposito general
o un procesador dedicado a un
popdsito especifico) opera sobre
una secuencia de nameros de
suerdo con alglin  algoritmo ¥
pesenta, como resultado, otra
spuencia de nitmeros. Si se desea
piocesar una sefial continua en el
tiempo por medio de un prncesa_dur
digital, es evidente que se requiere
ge algin mecanismo que muestree
ls senal original, &st0 es, Se re-
quiere una representacion de Ila
misma en base a un conjunto finito
de numeros por unidad de tiempo.
(ada muestra de la sefial original es
numéricamente igual al valor de és-
taen los instantes de muestred: .

| LCINPLt Y

fonde x () es fa sefial original y el
conjunto de valores i X Cons-
tiluye la sefial muestreada (sefal
discretal; T es el intervalo entre
muestras y n es &l nomerc de la
muestra en orden creciente, con el
lismpa.

El proceso de muestreo puede
iepresentarse por medio del es-
& quema mostrado en la Fig. 1.

pesenta un impulso (una sefa de
caro duracion y  peso  unitariol
tefinido Unicamente para el instante
t=In-miT (m.n=enteros). Esta
repregentacién es claramente una
idealizacidn no realizable fisicamen-
i pues involucra senales de du-
iacion cero. En la préctica se logra
un efecto similar al descrito median-
I un circuito muestreador-
mienedor, que puede representarse
esquemédticamente con un simple
ctircuito R-C v un interruptor: (Fig. 2)
Agui el interruptor | se cierra
periddicamente con periodo T un
empo de segundos. Asi, durante

0 AC, donde R representa la resis-
[encia del interruptor y del alam-
tredo. Al final del tiempo &, Vit)
24 una aproximacién al valor x (1)
pra t=nT + & {2} . Durante el
:mpo entre muestras, el voltaje en
el condensador permanece cons-
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En esta figura u{{n-m]ﬂ' re-

wintin don oslis-sin!

Fig. 1 Musstreo de une seflal continua porun
tran de Impulsos -

tante (si se desprecian fugas en &l
dieléctrico) y representa el valor de
ia sefial para su procesamiento sub-
secuente.

Volvamos attbra a la represen-
tacién de una sefial continua en
base a una sefial discreta len el

Jiempo):
o

x{tj+ E' x

u {(n-m)T}
m=0 mT

1 i | !
sft)

Fig. 2 Un clfrcuito muestreador-retensdor

Agul hemos supuesto  implici-
tamente que la sefial x [t} es causal,
éslo es, idénticamente cero para
valores de t menores a cerg, jOué
tan “‘cierta” es esta representacion?
Esto es, jqué tanta informacidn se
pierde de la sefial original al so-
meterla a un proceso de muestreo?.
La respuesta a esta pregunta la da
el Teorema del Muestreo, que
puede escribirse como sigue:

"“Sea x (1) una sefal limitada en
banda conteniendo frecuencias
iguales o mencres a 1/2T Hz. En-
tonces, es posible reconstruir la
sefal original & partir de sus mues-
tras, tomadas cada T segundos,
haciendo pasar la sefial discreta por
un filtro pasabajos ideal de frecuen-
cia de corte 1/€T" {vedse el apén-
dice 1.

Dicho de otra manera, la senal
discreta posee toda la informacion
de la sefal original si ésta no con-
tiene frecuencias mayores a 1/2T
Hz, donde T es el intervalo entre
muestras,

El Teorema de huestreo, dado
en la forma anterior, no es aplicable
estriclamente en la practica. Por



olra [I.i!ﬂﬂ. no exsie fis camenie
e sefal limiodu en banda. Se
[uede demostrar gque, para que
una senal cualguiera posea esta
aracieristica, es condicidn  ne-
‘cgsana gue sea de duracidn infinita.
Asi, consicérese el caso de una
“sanoide de duracion infinita: (Fig.

Flg. 3 Uns sencide de duraclidn infinia

- 51 58 1oman muestras en el ins-
fante en que la senoide cruza el gje
las t's, todas las muest as. val-
n cero. Evidentemnente, en este
©asd no es posibl reconstruir la
sinoide original @ partir de esas
muestras, a pesar de que fueron
tomadas al doble de la frecuencia
Imaxima y Gnical de la sencide.

~ Una interpretacidon practica del
Teorema de Muestreo seria el con-
siderar que el intervalo T entre
mugstras debe corresponder a una
flecuencia de muestreo de més del
phla de la frecuencia méas alla
twnienida, de manera significativa,
senal oniginal {el término "'sig-
ificativo” implica tanto un error en
i representacion resultante como
juicio que, muchas veces, se
glectla de manera arbitaria).

- Es ilustrativo visualizar el efecto
el muestreo de manera grafica. El
pectro de frecuencias de una
3l muestreada es una wversion
eriddica del espectro de la sefal
onginal (veéase el apéndice Il), con
periade] /T, donde T es el intervalo
'¢| e muestras. La figura 4 re-
prezenta dos casos: uno, en el cual
el espectro de la sefial original esté
Imitado & frecuencias menores a
1T Hz, v otro, en el cual la sefal
oiginal contiene  frecuencias su-
oies & este valor, En el segundo
0, se ohserva que espectros ad-
Lentes se sobreponen, dando
Qgen & un error Que en inglés se

conoce por  aliasing  leste  tér-
mino proviene de la palabra alias'
0 alglien gue adopta* una perso-
nalidad o nombre que no es el
propiol.

Fig. 4 El espectro de una seflal muastrasda

Por otra parte, del caso al de la
Fig. 4 resulta evidente gue es
posible recuperar el espectro de la
sefial original, y por tanto, la sefal
misma, mediante un filtro pasa:
bajos ideal de frecuencia de corte
1/2T, mientras que el caso b,
resultard en un contenido excesivo
de altas frecuencias, debido al
fendmena de superposicidon espec-
tral antes mencionado.

2. Conversién analbgico-

digital.,

La sefial discreta obtenida por el
muestreo de una sefal continua es-
ta constituida por un conjunto de
muestras  cuya amplitud  puede
tomar un continue de valores. Un
procesador  digital, sin embargo,
opera sobre nameros de precisién
finita lésto es, la cantdad de va-
lores distintos de que se dispone
para representar la amplitud de una

sefial es finita). Debido a este
hecho, en lo sucesivo se entendera
por sefal digital aguella que es dis-
creta tanto en el tiempo como en la
amplitud. Al dispositivo fisico que
genera esla sefial discreta len am-
plitud) en base a algun sistema
numérico se le conoce como con-
vertidor analégico-digital. La im-
posibilidad de representar, con un
nimero finito de cifras, una sefial
de resolucion infinita, genera el
llamado error de cuantificacian, que
siempre eslara asociado a un sis-
tema de procesamiento digital

Existen, en principio, dos formas de
decidii a qué valor discreto corres-
ponde un cierto valor de la sefial de
entrada: iFig. 5.

En la Fig. 5a) el nivel de salida
corresponders al limite superior del
intervalo  de cuantificacién  para
sefiales de entrada comprendidas
dentro de ese intervalo (por ejem-
plo, uns sefal de 0,43501 volts as.
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it iepresentada por e valor 0,436,
8 i3 resolucion del convertidor es
8 0.001 volts), mientras que en Bb)
4 salida estd referida al valor medio
e esle intervalo.

Es claro que bl constituye una
MEr opcion, puesto que a) genera

BTOr sistemético: la salida es
SETIRME mayor que |2 entrada,

Para el caso b, se puede probar
3} que el error cuadratico medio
:D par:

i

Ty
gnde § es la resolucién del con-
ertidor, En la practica, el limite de
Esolucidn requerido estard dado
gneralmente, por el nivel de ruido
Ji poses la sefial a procesar.

L_ Procesamisnto

£ conjunto  muestreador-
egnedor (Fig. 2} v convertidor
nalbgico-digital  (Fig. 5) consti-
ien el medio de conectar una
continua a un procesador
oilel, ya sea un procesador de-
taiD 8 una tarea especifica o una
unputadora de proposito general,
S procesamiento puede poseer
aracteristicas lineales o no-
eiles, en el sentido de que el
cesamiento respete, o no, las
Dpiedades de superposicion y es-
damiento 4], Esta discusion se
Mird al procesamiento lineal de
gales, caracterizado por las
piedades antes mencionadas.,
P2 aclarar los conceptos de
iperposicién y escalamiento,
ipongase un sistema de proce-
mento como el mostrado en la
0.,
|.- E sistema de procesamiento
inplid con la propiedad de su-
Bposicion  si, dado que a una
2l 02 entrada x1 {nT) correspon-
BUna salida y1 (nT) v a una sefial
enirada x2 (nT) corresponde una
3 y2 InT), a la suma de las
fales de entrada x1 (nT) + x2
Il coresponde la suma de las
gz y1 (nT) y2 (nT),
L- El sistema cumplira con la
Wipedad de escalamiento si, dado
88 una entrada x (nT} corres-
e una salida v (nT), a la en-
4 &x InT corresponde la salida
InT], donde “a"" es una constan-
23l
S8 supondrd ademas, que el sis-
M3 65 invariante en el tiempo, &s-
& sl la sefal x (nT) genera la
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salida y (nT), entonces |a sefial
retardadax | (n-a) T |generaré la
salida y | (n-a)T]|

Un sistema lineal discreto (Fig. 6)
invariante en el tiempo, se carac-
teriza, usualmente, por medio de su
respuesta a impulso h (nT), ésto es,
con la secuencia de salida cuando
la entrada es un impulso:

¥ 11} J E— h{nT}

_-,‘.]'}

Flg. & Sistema Hneal discreto lnvarsble an af
tlempo

= x{nT) = &

El problema consiste, pués, en
encontrar la salida v (nT) para una
sefial arbitraria de entrada, x (nT),
como funcidn de la respuesta a im-
pulso h (nT} del sistema. Usando
las propiedades de escalamiento y
superposicidn del sistema lineal, la
respuesta al problema resulta de
manera inmediata. Considérese la
representacidn de la sefial discreta
dada por la ec. (2):

La respuesta y (nT), a cada im-
pulso xmTyu | (n-m)T |estd dada
por. la propiedad de escalamiento.
Asl la respuesta a la sefal x (nT)
serd:

{5)

[
nT) = L h { (n-m)T

y(nT} ot X {
donde se utilizé la propiedad de
superposicion. Con un simple cam-
bio de variable, la ecuacién anterior
tama la forma

|

X(nT) = h
{(nT) mfo o
las expresiones (5) v (6) expresan la
salida de un sistema lineal discreto,
en términos de la lamada suma de
convulcion de la sefial de entrada
con la respuesta a impulso del sis-
tema. La utilidad de esta carac-
terizacidn radica no sélo en la sen-
cillez matematica de las expre-
siones, sino en el hecho de que la
respuesta a impulso de un sistema
discreto es eminentemente suscep-
lible de verificarse experimental-
mente. Un dato de mayor interés
practico es, quizés, la respuesta a |a
frecuencia de un sistema discreto,
es decir, a las sefiales de tipo se-
noidal, Haciendo
~JwnT (7)

x {(n-m)T }{EJ

= cos{wnT} + 4 sen{wnT)
{donde se ha utilizado la identidad
Euler!, podemos obtener la res-
puesta del sistemna a esta sefial a
partir de la ec. (6);

' {8
?{RTI |X{I'I.TJ' = e'ith
--]
m=0
- ETwnT ;

m=(

S e-'immT



510 a5,

{nT)
:intﬁ
=
= [ h e-iwmT

=]

®(nT)=aiwnT
= H{elw)

m= A

donde H(e 1) es, por definicién, la
lespuesta a la frecuencia del sis-
lema. i .
Conviene aclarar que H{e W) es
_ una funcidn periddica en w con
' periodo 2 (véase la ec. 7).
. . (9]
glonT__iu [n+k|T

donde K es un enterq,

Por otro  lado, la  sumatoria
[ ] 85 una serie de
Fourier, ésto es, la expresién m=o

= £ {10)

Blelv) = § g = 1wmT
m=0 :

constituye una serie exponencial de
Fourier donde los valores hyT de la
respuesta & impulsc son los coe-
ficientes de la serie. De la teorla de
l6s series de Fourier (5) se despren-
0& que la respuesta a impulso
puede oblenerse a partir de la
relacidn;

i {11
hﬂ'}:—- I H{alw
-n

B'ﬂm dis

El teorema de muestreo en com-
binacién con las expresiones (5],
- [6), 1100 y {11} constituye la base del
procesamiento  digital de sefales
continuas en &l tiempo por medio de
un sisterna discreto especificado por
5u respuesta a la frecuencia H( e Tw)
La expresion (11} relaciona esta res-
puesta a la frecuencia con la res-
puesta a impulso que deberd tener el
sistema discreto y las relaciones (B)
y 6] relacionan la salida del sisterma
- discreto con un algoritmo que hay
gue efectuar sobre la sefial de en-
Irada: la convolucidn de ésta con la
respuesta a impulso. Dicho de otra
‘Mangra, un sistema de procesa-
miento discreto puede visualizarse
- como un dispositive que realiza la
suma de convolucidn,

{_ Reconstruccién de una
seflal continua a partir de la
secusncia procesada,

- lasalida del procesador digital es
i contjunto de ndmeros que
epresenta el resultade de la
acion de convolucidn entre la
gfial de entrada vy la respussta a
mpulso del procesador. Se dis-
ne&‘asl de un namero por cada

. ejw(n=-m) T
m=0 M

valor de muestra de la sefial de en-
rada. Es decu, la sefial de salida
del procesador digital es también
una sefial muestreada.

Cuando se hablé del Teorema del
‘Muestreo, se dijo que una sefial
continua puede ser recuperada a
partir de la correspondiente sefial
muestreada, haciendo pasar a esta
dltima a través de un filtro pasa-
bajos ideal (Fig. 7). La sefial mues-
treada consistia en un tren de im-
pulsos con pasos iguales a los
valores de la sefial en los instantes
de muestreo.
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Hg. 7 Reconstruccidn de una sefial continua
por afactos de un filtro pasabajos idsal

En las aplicaciones practicas,para
reconstruir la sefial continua se
utiiza un dispositive denominado
Convertidor Digital-Analdgico (Fig.
8. Este convierte el valor de la
muesira en la sefal de salida en un
voltaje lo corriente) cuya magnitud
es proporcional a dicho valor v que
se mantiene constante durante el
intervalo entre muestras sucesivas.
El Convertidor Digital-Analégico in-
troduce, pues, un efecto retenador

que altera el espectro de la sefal.

muestreada. El error asi introdu-
cida, asl como el error inharente a
ia imposibilidad de realizar un filtro
pasabajos ideal, se discutirdn con
mas detalle en la segunda parte de
este trabajo.

Fara resumir lo antes expuesio
nos referiremos a la Fig. 9, que
representa un sistema de proce-
samiento digital de sefales y que
muestra las distintas sefiales que se
presentan en diferentes puntos dal
misma. El filtro limitador de banda
a la entrada del sistema tiene por
objeto evitar el problema de super-
posicién espectral (aliasing) men-
cionada anteriormente. Este filtro
{analdgico) no es ideal:la transicidn
de la regién pasabanda a la de
atenuacidn es gradual, y, por tanto,
la méxima frecuencia contenida en
la sefial de entrada que el sisterna
podrd procesar es considerable-
mente menor al limite superior es-
tablecido en el Teorema de Mues-
treo (1/2 fg donde fges la frecuen-
cia de muestreol. Un limite practico
establece la maxima frecuencia que
el sistema es capaz de procesar
coOmo una sexta parte de la fre-
cuencia de muestreo.

El circuito muestreador, asi camo
gl Convertidor Analdgo-Digital, ya
fueron mencionados anteriomente,
El sistema de procesamiento
propiamente dicho estd represen-
tado en la figura por un filtro pa-
sabanda ideal. En el siguiente punto
lo analizaremos con mas detalle.
Por ditimo, el Convertidor Digital-
Analdgico convierte los numeros
procedentes del procesador en una
sefal escalonada que es filtrada por
un filtro pasabajos de salida.

i. APLICACION: FILTRADO
DIGITAL.

1. Introduccién

Supongamos que se desea
realizar un sistema digital carac-
terizado por su respuesta a la
frecuenciaH{ e19) especificada ar-
bitrariamente, - Anteriomente se
menciono gue esta respusesta a la
frecuencia corresponde de manera
univoca a una respuesta a impulso,
hinT), cuyos wvalores pueden ob-
tenerse a partir de la ecuacian (11):

(12

i ;
hn! i ={w H{a.j“’} a‘I“HTdm

Usualmente, los valores hgT ob-
lenidos a partir de esta ecuacion
estan definidos por toda n, esto es,
hinT) constituye una secuencia de
longitud infinita. Si consideramos
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Fg. & Conversiin digital-anaidglca

evamente la suma de conwvo-

M (13)
'.Eah,ﬂ. X { (n-m)T}
@ observa que si N-+w= | cada
welor Imuestral de la secuencia de
idi requiere para su evaluacién
cdlculo de wna sumatoria in-
. Por otva parte, el sisterna
:be poder “‘recordar” un namero
nfinito d= muestras previas a la ac-
wal de la sefial de entrada. Eviden-
lements, lo anterior no es fisica-
mente realizable.

Se presenta, en principio, una al-
lemativa:

1l Se corta o trunca la secuencia
T} después de un cierto numero
g timinos, Los filtros asi defi-
§ son los lamados “'filtros de
spuesla @ impulso finita"™, que
n caracteristicas muy inte-
@nies, que se discutirAn mas
aanta,

U Se expresa la respuesta a im:
plEoinfinita como el cociente en-
B dos polinomios de un namero
filo de términos, donde el ordan
® polinomio del  denaminador
@ de ser mayor que el del

Fig. 3 Slatemas de procesamianto digital

polinomio del numerador. Como

por gjemplo:
T =1+x+ %2+ x3+

Claramente, el resultado de la
divisitn es una secuencia infinita.

2.__ Filtros de Respuesta a Im-
pulso Infinita.

Trataremos, a continuacion, de
analizar la segunda opcidn del in-
cise anterior, estableciendo el sig-
nificado de los dos polinomios, en
relacion al sistemma discreto carac-
terizado por su respuesta a impulso
hinT),

e la teoria de los sistemas dis~

cretos lineales, invariantes en el
tiempo, se desprende que éstos son
susceplibles de representarse por
meadic de ecuaciones lineales de
diferencias finitas con coeficientes
constantes (4), de la forma:

B y(n-N) +a . y(n-N+1) +E1_df

+a,¥in-1)+ a,y(n)
= bnx{n*M+1‘.l+...+hlxl[n-1]|

+bx{n)
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¥(n) = E -bix{n-il

itr;ll

ao Lk

Donde se uso T=1 por simpli-
cidad.

La ecuacidn anterior puede es-
cribirse en forma compacta comeo:
(haciendo 8, igual a 1),

M {15)

i=0
5 i)
- E yin-
i-DH
Esto es, la muestra de salida

correspondiente al instante actual
es funcién del valor de la muestra
de entrada en ese mismo instante
de M muestras previas de la sefial
de entrada, asi como de N-1 mues-
tras previas de la sefal de salida.

Si tomamos®en cuenta que Xp- 7
es una muestra de la sefal de en-
trada retardada con respecto a la
muestraXn, iT unidades de liempo,
donde T es el intervalo entre mues-
tras (Fig. 10}, entonces la ecuacion
115} puede representarse de manera
directa como en la Fig. 11. Con-
viene alcarar que la estructura ahi
mostrada no es Unica, y gque existe
una gran variedad de realizaciones
alternativas cuya discusidn excede
los propositos de este trabajo 16, 7,
Bl
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Fig. 10 Reprasentacidn de un retardo de T unidades de thmpo

Para obtener, a partir de |a
ecuacion (154, la respuesta a impul-
s del sistema, conviene definir
una transformacién lineal, la lla-
mada “Transformada £, que juega
para los sistemas discretos un papel
simlar al de la Transformada de
Laplace en los sistemas continuos,

Para definir la Transformada Z
consideramos inicialmente la Trans-
fomada de Laplace de una sedal
conlinua muestreada por un tren de
mpulsos separados por intervalos
constantes de duracion T. Esto es,

@

* ~ 16
5ed, £*(t) nfu fn'r.' §({t-nT)
= finT)
Entonces, la Tranformada de

Laplace de {16} es14 dada por:
L{g*{t)} = F*(s=)

=
REE £ e~ N8

n=0 nT

1171

Haciendo z=gls se obtiena la
gefinicion de la ransformada Z para
una sefial causal, como:

- -, (18]
HEln?)} = L fo? !

n=0

Las propiedades de la Transfor-
mada Z son analogas a las pro-
pedades de la Transformada de
- Laplace, Fara una discusion de al-
- qunas de estas propiedades consdl
lese el Apendice 1.

5i se aplica la Transformada 7 a
l3 pougcicn de diferencias  finitas
{16} se obtiene;

M i8 19
!'[ﬂ-.f E hiz 1}:{‘:}
e 10
-[ uiz-l} ¥iz)
i=1

donde izl v Xiz) son las transfor-

medas Z y de yind v xink, respec- .

twamante. Despejando a Yzl ge la

-

ecuacidn (19) resulta:
M -1
1Ep P1Z

ylz) = Mo 4
1v k) 2%

(20]
X(z]

Far otra parte, si aplicamos la
Transformada 2 a la suma de con-
WEIUCIGn:

-7

vin) = L h % (n-m) 121)
m=0

resulta: 1221

Yiz) = H{z) X{z)

donde Hizl es la Transformada Z de
la respuesta a impulso hin).

Comparando las ecuaciones (20)
y 122} se observa que:

by A (23)
T50 biz

Hi{z) = T .

J 1+ L 83 z
i=1

la ecuacién (23] establece la re-
lacion buscada entre la respuesta a
impulsc  hin) vy una descripcidn
realizabble de la misma en 1&rminos
de un cociente de dos polinomios
de orden finito,

Resumiendo, dada una respuesta
a la frecuencia deseada, se obtiena
la respuesta a impulso correspon-
diente por medio de la ecuacién
1121, La Transformada 7 de hinl sa
gxpresa en terminos de un cociente
de polinaomios, cuyos cosficientes
ai vy b oson los coeficientes de la
ecuacidn de diferencias finitas que
describe el sistema buscado, del
cual se muestra en la Fig. 11, una
de las posibles reahzacionas,

Hasta el momento se ha hablado
de la obtencién de un sistema dis-
CrElD con una respuesta a la fre-
cuencia Hiewl dada. HAecuérdese
que Hiemwl es una funcidn pe-

nddica cdn periodo 147, donde T
25 & intervalo entre  mussiras

Como Hieiwl es funcidn periddica,
no puede ser, en general, un
equivalenle exacto de la respuesta
a la frecuencia de un sistema con-
tinuo. En otras palabras, no es
posible emular de manera exacta a
un sistema contlhuo por medio de
un sistema discreto, excepto en &l
caso en el cual el ancho de banda
de la sefial a procesarse esté |i-
mitado a frecuencias menores de la
mitad de la frecuencia de muestreo.
El problema del diserio de filtros
de respuesta a impulso infinita que
hasta este momento nos ha
ocupado es, en general, complejo v
exceds los propdsitos de este
rabajo (8). Para un ejemplo sen-
cilla, consdltese el apéndice |V,

3.__ Fiftros de Respuesta Finita a
Impulso.

Considérese nuevamente la ec.
(23):

1241
L hiz-i
i=0 -
Hiz) = mo. )
1+ 24 2
i=1

Si todas las ai, se hacen igual es

a8 cero, Hizl se reduce a la ex-
presion.

=1
Hiz)= Y ob 2 (251

esto &5, hinl es finita (M+1) tér-
minos, De la expresion {25) se des-
prende que los coeficientes hn son,
precisamente, los coeficientes bi de
la ecuacitn de diferencias finitas,
que entonces toma la forma:

yin)= Hxl:n—kl]-l-... [ 26)

+b,x {n-1)+byx({n)

Una posible realizacién de la
ecuacidn antenor se presenta en fa,
Fig. 112],
donde se observa que la salida Yin
depende exclusivamentementa de
la muestra actual v de un namero
finito de muestras previas de la
sefal de entrada. Esto es, el sis-
terma. no es relroalimentado v, por
o tanto, absolutamente estable, Se
puede demostrar 1Bf gue s hing
cumple la propiedad de simairia;

(271

hin}=h(N=1=-n)

17
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Fig. 1T Una forme de realizar la ocuncitn de

yin

¥inje ! yakn=1})
=0

¥(n)
S$es xl(n)=pln), Ya secuencis impulso unitario.

Entonces, y(nlzh(n)= £ I'!-l-'.'ﬁ'i]! i’
1=0

esto e, {ai}=ih]

donde N es la cantidad de 1ermings
de hinl, el sistema es de fase Li-
neal, esto es, todas las componens
1es de frecuencia de la senal de en-
trada sufren el mismo retardo al
pasar por el sistema, donde

-1 (28
T—T T

v T es el neniodo entre muestras.

El disefio de filtros de respuesta
finita a impulsc presenta el pro-
blema inherante a la aproximacian a
una funcidn dada con un namero
finito de termings. Exisien 1écnicas
de disefio, entre las cuales des-
tacan, por su importancia, la de
ventanas, muestreo en frecuencia v
de optimizacion (Minimax) que per-
miten obtener, dentro de limites de,
precision  fijados de antemano,
nréctmaﬁ]eme cualguier respuesta a
la frecuencia deseada (Bl. Para
ejemplificar el comportamiento de
un filtro de respuesta finita a impul-
5o, consideremos la respuesta a la
frecuencia de Tn sistema experi-
mental, construide en el area de
Ing. Biomedica de la U A M.- 1z
tapalapa, &l cual, en &l lerrena con-
tinuo, equivaldria a la realizacion de
una ecuacidn diferencial ordinaria,

Rg. 12 Asaliracidn da fittro de respueste
Iimpulza finkte - .

lineal, de coelicienies constantes
de orden 80, aproximadamiante
{Fig. 131

q. Comparacion entre Filtros
Digitalas y Filtros Analdgicos.

Trataremos ahora de responder a
las siguientes preguntas: ;Cual es el
atactivo de filtrar una sefal con-
tinua por medio de un procesador
discreto, siendo tan complejo el
problema?, mas aun, soual es la
jusfitcacion de emplear un sislema
discreto 51 5& requiers de cualgueer
manera un filtro limitador en banda
a la entrada como condicidn para
poder utilizar el procesador dis-
creto?, Las respuestas a  eslas
preguntas no deben buscarse tanto
en las ventajas del procesamiento
discreto como an las desventajas de
los filtros continuos

Para comenzar, razones de indole
practica hacen que la construccian
de un filtro analégico de orden

-superior a 7 sea muy dificil, delbido
a-la precision y esabilidad que sa
reguiere en los componentes. En
otras palabras, es muy dificl ob
lener altas pendient=s de corte por
medios  analogicos.  Tenemos
ademdas otros faclores, como por



fecuencia de corte de un filtro
maldgico una vez construido; la

miltiples regiones pasabanda o que
pos=an una respuesta en frecuencia
abitraria. Es particularmente dificil
b rzalizacion, por medios analo-
poos, de filtros que posean cierto
wmportamiento especifico de fase,
wmo diferenciadores v transior-
madoras de Hilbert,

Minguna de las restricciones an-
liores se aplica a filtros discretos,
5 estabilidad dependen de una
sla componente; el oscilador (relgj
& referencial cuya frecuencia de
wilstn define el ciclo de ope-
[zcibn dal sistema. Su frecuencia o
Ieuencias de corte se determinan
piimedio de un programa y no por

valores de componentes fisicos.
Pueden disefiarse filros discretos
con cualguier comportamiento de
fase que se desee ldentro de ciertos
limites de precisidn)l. En particular,
coma se menciond anteriorments,
los filtros de respuesta a impulso
finita pueden poseer un compor-
tamiento de fase lineal.

Esta dltima caracteristica es par-
ticularmente importante en aguellas
aplicaciones en que se desee res-
petar la morfologia de una sefial,
hafiéndolos ideales para aplica-
ciones que impliquen separar una
sefial de cierta gama de frecuencias
de otra (por ejemplo en fonocar-
diografial o el estudio de una sefial
por rangos de frecuencias (por
ejemplo en electroencefalografial.

IV. CONCLUSIONES DE LA
PRIMERA PARTE

Se ha pretendide hacer una
presentacion muy somera de los
conceptos esenciales del proce-
samiento discreto de senales.
Como una aplicacidn especifica se
ha presentado un resumen de al-
gunos aspectos del filtrado digital
de sefiales. Lo anterior, més que
constituir una introduccidn al tema,
pretende motivar el estudio de un
campo de potencialidad fascinante,
particularmente en el campo de las
aplicaciones biomédicas.

En el momento de escribir estas
lineas se ha dado la noticia de la
pronta disponibilidad de un mi-
croprocesador dedicado al pro-
cesamiento digital de sefiales, que
permite incorporar funciones tales
como filtrado, anélisis espectral,
etc., a virtualmente cualquiar
equipa por medio de un solo dis-
positivo (91,

En la segunda parte de este ar-
ticula (que apareckrd en el préoximo
numera), se hablard un poco sobre
analisis espectral y se presentara
particularmente la Transformada
Discreta de Fourier, discutiéndose
ademas algunos aspectos praclicos
de la realizacidn de sistemas di-
gitales dedicados al analisis de
sefalas,
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AFEMDICE 1.
F fTeorema del muestreo.

Sea x (t} una sefial de banda

lmitada con transformada de
Fourier X (w )(Fig. 1.1)
Lema: (.1

Riiki= ! Senu~ {t=nT)

6k e om) L
linde weo es la frecuencia (an-
qular} de corte.

Prugba.
for hipbtesis, X (w)=0siw>weo
prlo tanto, X { | puede expresarse

# lerminos de una serie genera-
mda de Fourier, definida como

(1.2)

¥ x EwlunT
==t !

s L {T}iix{ul.iﬂn'r

duw

B facil verificar que la serie antes
glnida es una serie de Fourier, es-
fe”*“"*}, €S un conjunto
smormal comnpleto de funciones

plz

bl Xivle

.:i?e-lwn; Elmanw
B

S3 xtw) et ay

iwnT, (1.3

lsidérese ahora la definicion
i transformada  inversa  de

Ly ) eloty, (1.4)
{1.5)

e < (nt) e~ 10T | 4y] <
lw]>ug

For lo tanto!
xit] = F U iX{w)) = I!_ (1.6
rfﬁcni-. %1 x(nT) e~ wnT. 1uT ,
de damj_e: -

1
x{k) 'ni__ iu—:' x(nT)

Iucﬂiutt-nT] Au
~lig

donde se sustituy6 Wo=2W,y el
lema sigue

NOTA: La funcién !%ﬁ es
proporcional a la respuesta a impul-
g0 de un filtro pasabajos ideal y x
(t} estd dado, por el lema, comoda
convolucién de las muestras de x
{t) con un filtro pasabajos ideal.

APENDICE NI

El espectro de una sefal mues-
treada por un tren de impulsos.

Sea x (nT) una sefal muestreada,
resultado del producto de una sefial
cuntfnua._x (t) ¥ un tren de impul-
S08 ] &(t-nT) Se supone,

1 =0
ademas, gue la wansformada de
Fourier de x (1), X [ ), existe,

Como el tren de impulsos cons-
tituye una sefial periddica, la obten-
cion del espectro de x (nT) se
dividirs en tres partes.

1. Obtencidn del espectro de una
sefial periddica.

2. Obtencién del
tren de impulsos y

3. Obtencion del espectro x nT)
por medio de la propiedad de con-
volucidn de la transformada de
Fourier.

1. Espectro de una sefial pe-
ricdica,

Sea x(t}=x(t-nT),n=0%1,:32,,,

Entonces, x {1} puede expresarse

aspectro  del

comg  una serie exponencial de
Fourier:
xte) = X, ol skt (.1
2 £,, d L
= ar donde £, = ¥ =

i );k = %ij’IfL]e-iu'kt dt

T/
la transformada de Fourier de x (1)
esta dada por:

{11.2)
Fo(x(t) )= Xtw) =" x(t) e Jut
._£-== kr-x."r. o Juakt P L ae

nE—ﬂIn I' .ju.ht u_jwt dt
o =
= E X e dlu kw,)t,,

e 3,
ke X Slakey,)

2. Espectro de un tren de impul-

505 i e o
Sea x(nT)= [ & (t~nT)
==—in

Entonces:
Foixie) = £ x s - ku,) 113
donde £

= | -ju, kt 1
X, =57 &lthe dt = 2 ¥

Flet) ) =z B 6o -ka)

3. Espectro de la sefal mues-
treada.

Sea x(nT)= x(t) I §(t-nT)

-
Sea rix(e)i=xiuw) Y
M T

n=-=

$le-nT) buir

e (2mRY, )

Entonces, por el teorema de la con-
volucian
- Htttﬁ

Fo{ xtnm} (1.4
S {w-nw, )

= X{u) -il. T
==

Ahora bien, en general se cumple
que

#2El (00 = E(D) (1.5
:\I. .
Por lo tanto:

(1.6

Jﬂ'cf-“ﬂ] .:% n:__x[u = g}

Esto es, xie*) oo una version
periddica, con periddo T, de X (w)

APENDICE Il

Las propiedades de la transfor-
mada Z son andlogas a las pro-
piedades la transformada de La-
place. Considérese, especificamen-
te, la propiedad de desplazamiento:

Sea 2{x (k) }=X(z)

Entonces:
-h (.

{x{n+l) = h!ﬂ_x!n_l] e
'Jmﬂmuf””]
=z Kizl

Corolarios:
1. 1 {*(n-1}} = 5~ Xiz}
2, 1 {xln+n)) = 2" iz
3. 1 {xin+n) uin} ]
=2 xiz) - x,- 27! Xy=run
o= {n=1]
= En-1
4., 2 {®in-n} wie}}
=.t-n X{z}) + x T F,..tX ln

=4 -n

MNOTA: u Lkl es la secuencia es-
caldn unitario, definida como sigue:



uln) = {I’ ne

& g, n = 0O

Esto es, los corolarios 3 ¥ 4 sa
elieren a sefiales causales,

- Aplicacion:  Ecuaciones de di-
Brenciales finitas, :

Sea Z{x (n) }=x(z) vy
ity (n) =y (z)
Sag un sistema lineal discreto,

fvanante en el tiempo, descrito por
la ecuacion:
! N
1 - = & -
; byxin-1) i=1 %y ¥in-1}),

transformada 2,

(1.3

Tomande I3
Tesulta:

= qop By (=(n-1)y

"';- 3, | yia-1] 3

Asumiendo condiciones iniciales
ua!ea a cera vy aplicando el co-
olario (44, resulta:

g N

I o

120 biz X(z)

- PR TP
Oses: |
. i o

1+ % a.x
i=l

y H

eXfz) L b, 2

i=0

Esto es:
B

b oo (HiL.4)
i=g “4 - xiz)
T

=i

1(z] = TR
15%

Oira de las propiedades de la

liansformada Z es la de la con-

volucion:

Sea

tws I nim xtn-m)

Entonces:
Ml =2 0T onm) xtn-m)

L LIl

E=]
-fu h{m) nEn x({n-m) z~"

(1.5

!n

n=m

; !ﬂ himj 2~M x(z)

-
2 Xiz) f himiz™™
. w0
Biz) x(z)

Lorolario. Si % (n) v v () son res-
EClivamente, la secuencia de en-
Bda v salida de un sisterna lineal
srelo, invariante en el tiempao,
BSCrilo por una ecuacién de di-
eencias de la forma:

o H
[n) = I hlx{n-il =

&, yim=1)
i=0 ja1 *

Entonces, se concluye que:

o -1
Eoome
h{z) = 120 747

=1
1+1=i ay I

APENDICE IV

Eiemplo de disgfio de un filtro
discreto de respuesta a impulso in-
finita.

Considerese un filtro discreto de
respuesta a impulso infinita.

Considerese un filtro Butterworth
de 2. orden, cuya respuesta a la

~frecuencia, en magnitud, est4 dada
por:
1 {v.1)

W V1
1+[;El
Sea Wc=1l, Entonces,’en tér-
minos de la transformada de La-
place, resuula:
HislH(-8)l=Tig~

Las ralces de la expresion an-
terior estan dada por:

.q_aitlﬂﬂi+iﬁu-q]fl'qlaflrz‘3

Hiw =

Eligiendo H (s) causal (esto es, si
s=0+1Ww se consideran los valores
negativos parag ), resulta:

1 (Iv.2)
(2 + %F + ;-

Supbngase que este filtro se
realiza en forma discreta, siendo |a
frecuencia de muestres 10 veces la
frecuencia de corte del filtro. Nor-
malizando con respecto a la fre-
cuencia de muestreo resulta:
fc = 0.1fs = 0.1, esto es, Wo= 0.2

Haciendo la transformacién
. 5e Obtiene, para H (s):
{0.27)
(s +9—'%.'-1 +1} (0.2x)"

la respuesta a impulso, h (t), toma
la forma:

Hi{z} =

Bia) =

e {v.4)

=0.2nt 2

= (0,202 sen (0.2nt/2)

b.2n/2

O sea:

En la forma muestreada, y recor-
dando que T =1, se tigna:

{1V 5
hin=0.8886 e " 44430 0. 4443n)

Aplicando la transformada z,
resulta, después de algunas ma-
nipulaciones algebraicas:
Hiz)e 0.59%56 2

2.4317 :'-I 1.B159 z41

0.2449
1- 1,158 2z '0.412 z

{Iv.6)

Zomo la respuesta a impulso
(transtormada) del sistema discreto
buscado. Como se observard, el
sislema posee un cero- cosa que no
acontece para el filtro continuo.
Recuérdese que s=) , se puede
obtener la respuesta a la frecuencia
de H (z) haciendo z =gj . Para el
ejemplo resulta:

i (V. 7}

La Fig. VI.1 muestra esta res-
puesta a la frecuencia, asi como la
del filtro prototipo (continuol, para
fines de comparacién. Esta técnica
de disefio es la llamada de respues-
la a impulso invariante, en que la
respuesta a impulso del sistema
discreto es una versién muestreada.
de la respuesta a impulso del filiro
continuo. Una forma de realizacion
es la que se muestra en la Fig. 1V.2.
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HEGIHIENTU DE PA-

EANO F. ESCUDERO

. Paraninfo (Madrid) 1977
B4-783-0898-5 860 pp
Sk lrata de un excelente texto in-
oductoric @ esta tematica, con
6l2s & su implementacidn com-
utacional, que traduce resumi-
gamente la experiencia del Centro
8 Investigacion UAM-IBM  de
atkid, donde se trabaja en muy
Werss campos de aplicacion .

b nivel de tratamisnto mate-
Biico £2 restringe a lo imprescin-
bk para la utilizacion de los
eiodos, sin incluir  demostra-
iongs. En consecuencia, las
higencias previas son: teorfa de
mbzodidades, slgebra lineal, cél-
o vectorial y programacion li-
L& obra esta dividida en dos par-
8 la primera expone las técnicas
s relevantes para el disefio de un

gor, llegando al andlisis
sado  secuencial vy a la
dsificacion no supervisada.

La segunda parte se dedica al
diss de acomulos  (clusters),
do énfasis en los métodos de
halanobis,

Plede considerarse como  de
ima utikdad para el ingeniero o el
 8ilogo con formacion matematica
e desee encarar a nivel bésico
53 problemdtica,  fundamental-
ent2 para elaborar o aplicar al-
pitmos de identificacién o diag-
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MRODUCTION TO BIOELEC-
RODES
:UFFORD D. FERRIS

d Plenun Press (New York)

SBN; 0-206-20780-4 243 pp
Fresanta una breve introduccion
sequida de una detallada
ion técnica de cada uno de
ipos mas usados, incluyendo
noelectrodos vy especificos  de
& También incluye wna breve
de Electroquimica v de Elec-
sungue esta Gltima de muy
interés en la actualidad.

LIBROS

La utilidad practica del libro
resulta del hecho de que el Pro-
grama de Ingenieria Biomédica de
la Universidad de Wyoming (en-
cabezado por el autor) ha desa-
rrollado varios métodos y aparatos
de amplia aceptacidn, vy aqui se
vierte esta experiencia a través de
una sene de consejos practicos de
laboratorio v taller.

Asimismo, contiene tablas de
dificil hallazge, como la difusibilidad
del Oxigeno y el Anhidrido Car-
bonico a través de materiales,
comunes, o diferencias de potencial
originadas por gradientes idnicos a
través de membranas selectivas de
diferentes naturaleza.

Puede considerarse como ayuda
atil en un laboratorio donde ze con-
struyan electrodos para el registro
de sefiales bioldgicas, aunque no
constituye una  recopilacidn
exhaustiva de los mélodos existen-
tes y su capitulo de electrénica no
posee ninguna actualidad.
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Se trata de una obra de interés
para quienes estén trabajando o es-
tudiando en profundidad el pro-
blema del diagndstico electrocar-
diografico automatizado, en su as-
pacto de ldgica del diagnostico.

Se brindan detalladamente los
criterios en que se basan 90 diag-
nosticos de forma y 40 de ritmo,
pero en cambio no se tratan ab-
solutamente los temas de adqui-
sicién vy medida de trazados,
procesos que se dan por cumplidos
previameante,

La mayor parte del texto se
dedica a la presentacién de des-
pliegues en pantalla de registros
completos (12 derivaciones) y de
los correspondientes reportes de
medidas y diagndsticos efectuados
mediante computadora, aplicanda
Gnicamente los criterios habituales
en la clinica actual.

Se dedica un capitulo a las bases
de evaluacion y comparacion de
programas, y otro a la deteccidn y
clasiticacidn de arritmias, gue cons-
tituye un problema central donde
todavia fracasan muchas veces los
programas.

Si constituir una obra de walor
pedagdgico, resultard de utilidad
por los datos que incluye acerca de
diagnésticos y por la excelente
calidad de los trazados que los ilus-
tran, pero fundamentalmente por
dar a conocer los criterios y ex-
periencia de uno de los centros de
diagnéstico automatizado mas
grandes: el Mount Sinai Hospital de
Nuewva York.
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ESPECIFICACIONES FUN-
CIONALES PARA ELECTRO-
CARDIOGRAFOS

F

MINIMA FRECUENCIA DE CORTE (-3 db) 100 (Hz)
MAXIMO EXCESO DE VOLTAJE EN RESPUESTA A ESCALON 100 (wv)
CONSTANTE DE TIEMPO EN RESPUESTA A ESCALON - 3 (segs)
MAXIMO ERROR EN COMPENSACION POR ELECTRODOS 7 (%)
MAXIMA HISTERESIS 20 V)
MAXIMO ERROR CON ENTRADA DE 1 MV +2 (%)
MINIMA IMPEDANCIA DE ENTRADA A 10 HZ 25 IM Q)
MAXIMA CORRIENTE DE FUGA REGISTRANDO 1 {pA)
RECHAZO DE SENAL EN MODO COMUN (336 V a 60 Hz, aplicados

através de 1 pF v desbalance de 100K () 2 imv
MAXIMO ACOPLAMIENTO ENTRE CANALES : 1 (%)
MAXIMA DERIVACION DE LINEA DE BASE 10 {V/segs)
MAXIMO RUIDO (pico-a-pico en cortocircuito) 28 uv)

| MINIMO VOLTAJE TOLERADO SIN DANO DEL APARATO (60 Hz

aplicados en la entrada durante 10 segs) 11V
MINIMO VOLTAJE CONTINUO TOLERADO SIN DARO (aplicado

a la entrada durante 5 segs a través de 100 pF) 336 (V)
MAXIMA CORRIENTE DE FUGA DESDE ELECTRODOS AISLADOS 10 {pAl
MAXIMA CORRIENTE DE FUGA DESDE CHASIS 10 {pA)
MAXIMA CORRIENTE DE FUGA (con 120 V. aplicados a electrodos) 6 {pa)
MINIMO RANGO DE LINEALIDAD 27 ImV)
MAXIMO ERROR PARA SENALES MENORESDE  +5 mV 5 (%)
MINIMO RANGO DE DESBALANCE COMPENSABLE + 200 {mV)
MAXIMA VARIACION DE GANANCIA AL BALANCEAR £5 (%)
MINIMA VELOCIDAD LIMITE DE RESPUESTA 400 (mV/s)

(Segin la American Heart As-
soclation)

{(Fuente: AMERICAN .J, CAR-
DIOL. 141: 43; 1878) —
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