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1. RESUMEN

En este frabajo se revisan los conceptos bdsicos de procesos de
Markov, entendidos como una cadena de estados cuyas transicio-
nes entre ellos siguen un comportamiento estocdstico o no determi-
nistico. Se hace énfasis en la forma de calcular las probabilidades
de transicion entre los estados que lo componen y en las variables
aleatorias que pueden ser asociadas a cada estado.

A lo largo de todo el articulo se discute cémo estos conceptos pue-
den ser aplicados al estudio tedrico y modelado de canales idnicos
presentes en la memibrana celular, dado que éstos presentan varios
estados conformacionales por los cuales transitan de manera esto-
cdstica durante su activacién. Finalmente se detalla el andlisis del
modelo de dos estados para un canal iénico y se muestran algunas
simulaciones de corriente unitaria obtenidas con este modelo. Estas
corrientes son de gran interés ya que a partir de ellas se puede
conocer la corriente macroscopica medible en células excitables.

Palabras clave:
Biofisica de canales idnicos, corrientes unitarias, procesos de Markov,
membrana celular, fijacion de voltaje, modelos de estados.

1. ABSTRACT

We review basic concepts of Markov processes as they are discrete
state models with stochastic fransitions. We emphasize how to calcu-
|ate transition probabilities between states and their random variables.
Through this paper we discuss how this concepts could be applied to
support a mathematical modelling of ionic channels. Channels have
several conformational states and they skip from one to anotherin a
non-deterministic fashion, so these techniques may be useful to un-
derstand channel behavior.

Finally, we detail the mathematical analysis for a two-state model
and include some simulations obtained from it. The unitary currents
simulated are important since they can be added to obtain the whole-
cell macroscopic current, found in excitable cells.

Key Words:
Unitary current, lonic channels, Stochastic process, Cell membrane, Voli-
age-clamp, Markov processes.
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2. INTRODUCCION

El estudio del transporte a fravés de membranas
bioldgicas tuvo un gran avance a finales de la dé-
cada de los setenta, cuando se desarrollaron las
técnicas para registrar corrientes idnicas de un solo
canal', El desarrollo de estas técnicas ha permiti-
do la investigacion de las propiedades cinéticas
de los canales, con una mejor resolucion espa-
cial, lo que ha llevado a realizar estudios detalla-
dos de los canales idnicos. Neher y Sakmann? de-
sarrollaron la técnica de pafch clamp que consiste
en sellar una pequena region de la membrana
celular (parche) con microelectrodos pulidos, para
luego fijar el voltaje (voltage clamp) en el area se-
llada, de tal forma que la corriente que fluye a
fravés de los canales pueda medirse directamen-
fe. Si la region sellada es lo suficientemente pe-
quenay la densidad de canales es baja, se pue-
de obtener un parche de membrana que
contenga un solo canal idnico, 1o que permite
monitorear la apertura y cierre del canal con sélo
medir la corriente unitaria.

En algun tiempo se pensaba que las corrientes a
fravés de un solo canal eran réplicas, a escala, de
las corrientes macroscopicas. Bajo esta idea, se
imaginaba al canal como una compuerta cuya
posicion era una variable continua que permitia el
paso de mds 0 menos corriente, dependiendo de
dicha posicion. Sin embargo, esta suposicion es in-
correcta. Los registros de corriente unitaria han de-
mostrado que los canales idnicos se abreny se cie-
rran aleatoria y abruptamente, 1o que significa que
los canales varian estocdsticamente entre multiples
estados de conductancia (activacion) o de no con-
ductancia?.

Matemdticamente, el comportamiento de un
canal idnico se describe como no deterministico,
por lo que se requiere del andlisis estocdstico para
manejar e interpretar dicho comportamiento. Gra-
cias a esta herramienta sabemos gue la probabili-
dad de aperturay cierre de los canales esta deter-
minada por el voltaje a tfravés de la membrana,
para los canales dependientes de voltaje, o por la
unién de ligandos en el caso de los canales depen-
dientes de ligando?. El comportamiento de la co-
riente de muchos canales del mismo tipo (orome-
dio del ensambile) puede aproximarse mediante una
expresion matematica que incluya una conductan-
cia promedio de cada canal y un nimero tipico de
canales activos, o bien, sabiendo su probabilidad
de apertura®. Si se suma la corriente unitaria de
muchos canales, se obtiene la corrienfe macros-

copica, llamada corriente de células completas
solo si corresponde a la suma de la corriente debi-
da a todos los canales del mismo tipo presentes en
dicha célula.

Aunque las propiedades cinéticas de un canal
idnico se han representado mediante mds de un
modelo matemdadtico®?, el modelo de proceso de
Markov resulta ser muy Util puesto que proporciona
un marco conceptual para una amplia gama de
variables medibles para un canal idnico, tales como
carga de compuerta, conductancia o corriente
unitaria. Esto se logra suponiendo que el canal fun-
ciona como una cadena de estados discretos en-
fre los cuales puede fransitar el canal bajo diferen-
tes condiciones, y que pueden ser asociables con
algunos estados conformacionales de la molécula
correspondiente a un tipo de canal idnico, por los
cuales pasa el canal durante el proceso de activa-
cion'o1t,

Un proceso de Markov se define en términos de
las probabilidades de fransicion entre los estados
que lo componen'#'3, Esas probabilidades carac-
terizan al proceso, en el sentido de que todas las
propiedades de un proceso de Markov pueden
derivarse a partir de ellas.

3. PROPIEDADES DE UN PROCESO DE MARKOV
3.1. Probabilidades de transicion entre estados

Asumamos que un canal puede estar en uno de
sus M diferentes estados de conductancia. Por ejem-
plo, un modelo propuesto para un canal de Na*
dependiente del voltaje'™, presenta fres estados
cerrados, un estado abierfo y un estado inactivo.
Sed ¢(t) el estado ocupado por el canal al fiempo
t, el cual pueda describirse como un estado discre-
to de un proceso de Markov de tiempo continuo.
En tales procesos, el estado del proceso en tiem-
pos futuros depende sélo del estado actual y no
de los estados anteriores. Esto significa que el esta-
do de un proceso de Markov en algun tiempo futu-
ro, es independiente de cdmo llegd el sistema a su
estado presente’s,

Definamos la probabilidad de fransicion de
estadoY(f ,f) como la probabilidad de que el siste-
ma esté en el estado j al tiempo f, dado que esta-
ba en el estado / al tiempo previo 1, es decir,

Y;j(tpvt) = Prob{é(t) = j | e(tp) = i} (1)

Observe que esta probabilidad es independien-
te de los estados anteriores al tiempo TD.
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Para un proceso de Markov independiente del
fiempo, Yl./[fp,f) depende Unicamente de la diferen-
ciaentrety fp y no de ellos en forma individual'®'2,
Por lo tanto

Yij(t) = Probfé(t + 1) =j|é(r) =it (2]

Asumamos que en cualquier momento 1, l0s es-
tados del canal son mutuamente excluyentesy co-
lectivamente exhaustivos. Esto es, el canal estd en
uno de sus M estados en cada tiempo y ocupa
sélo un estado ala vez. Esta suposicion implica que

0<Y;(t)<1 yque ZYij(t) =1 con Y;(t)=1- Zyij(t)
J i)
Podemos representar al conjunto de las probabi-
lidades de transicién para un proceso de M esta-
dos, como la matriz de transicion Y (t), que estaria
definida por

Yi(t)  Yia(t) Y1 (1)
o | 0 3
Yui(t)  Yaa(t) Y (t)

donde el indice de las filas representa el estado
inicial, el indice de las columnas representa el esta-
do finaly M es el numero total de estados del pro-
ceso.

De la definicién de probabilidad de transicion en-
fre estados, tenemos que

Yis(t = 0) = ¥;5(0) =

0
(S,ij{ 1

donde g¢,; es la delta de Kronecker'®. Por lo tanto,
Y(0) = I, la matriz identidad.

En general, para cualquier estado discreto de un
proceso estocdstico de tiempo continuo?, se tiene
que

con
si i#j
sii=y

Prob{é(t) = kle(t —7) =i} =

" (Probe(t) = Kt — ) = i é(t ~t,) = j} x Prob{é(t ~ t,) = jlé(t ~7) =}) para 7>,

Sin embargo, en un proceso de Markov, debido
a la propiedad de Markov'?, se tiene que

Prob{é(t) = k|é(t — 7) = i,é(t — 1,) = j} = Prob{é(t) = k[&(t — t,) = 5} (3)

Al combinar esta expresion con la ecuacion 1,
se obtiene la relaciéon fundamental entre las proba-
bilidades de transicion de un proceso de Markov,
gue se conoce como ecuacion de Chapman-Kol-
mogorov'?'é, Esta relacion puede escribirse como

Yie(t) = ZYij(T)ij(t —7) vpara t>T (4)
J

que significa que la probabilidad de gue un canal
pase de un estado i a un estado k es la suma de
los productos de la probabilidad de transicion de
un estado i a un estado j y de la probabilidad de
transicion de un estado j a un estado k.

La ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov también
puede escribirse en forma matricial como

Y(t)=Y(n)Y(t—71) (5)
3.2. Velocidades de transiciéon entre estados

Preguntémonos ahora ¢cudl es la probabilidad de
que suceda una transicion entre dos estados du-
rante un intervalo de tiempo muy pequeno? Siendo
congruentes con lo mencionado en la seccidn an-
terior, para un intervalo de fiempo dado, la proba-
bilidad de que ocurra una fransicion en ese interva-
lo depende Unicamente de él. Supongamos
enfonces que para un intervalo muy pequeno, las
probabilidades sean proporcionales a la duracion
del mismo, es decir,

Yii(At) = a;;At + o(At)  para i#j (6)
donde «;; es la razén de transicion de un estadoia
un estadojy o (At) es la probabilidad de que ocu-
rmra mas de una transicion durante el intervalo Ay,
donde

o(At)

Alirilo At 0

Dado que la probabilidad de que no ocurra la
transicion del estado i al estado j en ese intervalo
de tiempo es 1 — «a;; At — o(At), entonces la pro-
babilidad de que no ocurran transiciones a algun
estado diferente del estado i estd dada por

1= ai;At — o(At)
j#i

De esta manerq, las velocidades de transicion o
no transicion para cada estado i estarian definidas
como



Avila-Pozos R y cols. Modelado de canales idnicos como procesos de Markov 109

Q5 = lim Y;(At)

At—0 At pata 7& J

3 _ (7)
o = lim —Y”(At) !
At—0 At

La matriz de fransiciones « para el proceso de M
estados, en términos de las velocidades de transi-
cion, seria

ay, Qy Qo
(% « «
— 21 22 2M
a(t) =
« (% (0%

M1 M2 M M

3.3. La ecuacion de Kolmogorov

Si conocemos las razones de transicion entre esta-
dos, entonces las probabilidades de transiciéon en-
tre estados pueden determinarse resolviendo una
ecuacion diferencial: la ecuacion de Kolmogorov'é.
Esta ecuacion puede deducirse al expresar la pro-
babilidad de fransicion al tiempo t + At en térmi-
nos de la probabilidad de fransicion entre estados
alfiempo f

Vi (t 4 Ab) = Vi (£)(1 + o At) + > Yik(t) (an; At + o(At)) (8)
ki

El primer término de la ecuacion 8 es la probabi-
lidad de que é(t) = j sin que ocurran fransiciones
en el intervalo ¢4 A¢t. El segundo término es la pro-
babilidad de que e ¢(t) = k y que haya una transi-
cion de k aj en el intervalo ¢+ A¢+. Reacomodando
los términos y dividiendo por At tenemos

Yi;(t 4+ At)
At

—Yi(1) o(At)

At

=Yi;(thay; + Y Yir(t)ow; +
k#j

Sitomamos el limite cuando At — (), obtenemos
la ecuacion de Kolmogorov

dY;;(t
i 2 Yo )

Para todos los estados, se puede reescribir la
ecuacion 9 en notacion matricial como

22V _ y(H)a (10)

que es una ecuacion diferencial lineal homogéenea
de primer orden cuya solucion es

Y(¢) = et 4h))
donde el término del lado derecho es una matriz

exponencial'’, la cual podria calcularse usando una
expansion en series de potencias

t2
et =1+ at+ (C;) + ... (12)

o bien, mediante diagonalizacion. Para ello, la ma-
friz a puede expresarse Como

a=EAE"! (13)

donde A es una matriz diagonal construida con los
valores propios de «, E es una matriz ortogonal cons-
truida con los vectores propios de oy E~! es su
inversa, de maneraque EE~! = 1.

Los valores propios de a pueden obtenerse al re-
solver la matriz caracteristica

oo — AI| =0

Puesto que la matriz ¢ es una matriz singular, uno
de sus valores propios es cero y el resto tienen par-
te real negativa, para que las funciones Y(1) alcan-
cen un valor de estado estable. Por simplicidad,
asumiremos que estos valores propios son distintos
y denotaremaos al conjunto de valores propios como
{1, A2, .., A} La ecuacion 11 puede entonces
reescribirse en términos de los valores propios de «
como

Y(t) = BAET _ EeAME! (14)

La ecuacion 14 nos dice que las probabilidades
de fransicion entre estados pueden expresarse
COmMO una superposicion lineal de funciones expo-
nenciales, cuyos exponentes estdn determinados
por los valores propios de la matriz de transiciones,
a(t).

3.4. Probabilidades de ocupacién de un estado

La probabilidad de ocupacion de un estado, es la
probabilidad de que el canal esté en un estado en
particular, en un tiempo determinado. Sea X(f) la
probabilidad de que el canal esté en el estado j all
tiempo 1. Si definimos a la probabilidad de ocupa-
cion inicial para ese estado como X[t = 0) = X(0),
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podemos encontrar las probabilidades de ocupa-
cion de un estado / para cualquier tiempo a partir
de la expresion

X,(t) = ZXJ(O)Y]’L(t) (15)

que muestra gue la probabilidad de que el canal
se encuentre en el estado i es la suma de las pro-
babilidades condicionales de gque inicialmente es-
tuvo en un estado j y transitd al estado i, o bien,
inicio en iy no tuvo transicion a otro estado.

La ecuacion 15 puede escribirse en forma com-
pacta usando notacién matricial. Si definimos
X(f)como una mattiz renglén que contiene las pro-
babilidades de ocupacién de todos los estados, es
decir, todas las X (f), entonces

X(t) = X(0)Y(t) (16)

donde X(0) es la matriz renglén de las probabili-
dades iniciales de cada estado.
Al derivar respecto al fiempo obtenemos

dX(t) o dY(t)
= =X)L YY)

X(0)
dt

al sustituir la ecuacion 10, esta ecuacion aparece
como

dY(t

— = X(O)% =X0)Y(t)x

la cual, combinada con la ecuacion 16 nos arroja
la siguiente expresion

2V o X (e (17)

Esta expresion nos indica que la probabilidad de
ocupacion de estados también satisface una ecua-
cion diferencial lineal de primer orden, al igual que
la probabilidad de transicion entre estados. La solu-
cion de esta ecuacion seria

X(t) = e (18)

Para un conjunto dado de estados ocupados ini-
cialmente y conociendo las velocidades de transi-
cion entre los estados, la ocupacion de estados
puede entonces enconfrarse como una funcién del

tiempo, haciendo uso de la matriz de valores pro-
pios de a, de manera andloga a lo descrito en la
seccion anterior para Y (¢).

3.5. Tiempo de ocupacién de un estado

El tiempo que un canal permanece en un estado
se conoce como tiempo de ocupacion. La distri-
bucién de probabilidad de los tiempos de ocupa-
cion también estd relacionada con las razones de
transicion entre estados, siendo la mds simple la
distribucién de los intervalos de tiempo para un es-
tado J.

Sea F;(t) la funcion de distribucion de probabili-
dad de los tiempos de ocupacion de un canal de-
finida por

F;(t) = Prob{é(t,) =j para 0<t, <t}
Yy sea
Fi(t+ At) = Prob (uo nay transiciones en (¢4 a) | t,) — j para 0 <1, < )7,(0) [] 9]

Combinando las ecuaciones en la ecuacion 19,
nos queda

i#]
Reacomodando los términos podemos escribir

Fi(t+ At) — F;(t)
At

= ;. F;5(t)

Si tomamos el limite de esta expresion cuando
Al — (0, Obtenemos
dF;(t)
dt

= a;7;5(t)

gue nuevamente es una ecuacion diferencial lineal
de primer orden cuya solucion es de la forma

Fi(t) = ™" (20)

donde el coeficiente de la exponencial es uno, ya
que la probabilidad de que el tiempo de ocupa-
cion en el estado j exceda una duracion de cero
es igual a uno.

La ecuacion 20 establece que la funcién de dis-
tribucion de probabilidad de que el tiempo de ocu-
pacion en un estado j exceda un tiempo 1, tiene un
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comportamiento exponencial con un valor igual al
negativo de la suma de las razones de abandonar
el estado .

La probabilidad de gue el tiempo de ocupacion
del estado j sea menor que t estd dada por

Fit)y=1-F(t)=1—ei"
La funcién de densidad de probabilidad de los

tiempos de ocupacién seria entonces la derivada
de la funcién de distribucion de probabilidad

)
dt

Oéjjt

Fy(t) =

= —ajje

A partir de esta funcion de densidad, podemos
calcular el valor esperado del tiempo de ocupa-
cion del estado j como

oo o0 1
Elt;] = /0 tiFy(t)dt; = —/0 tjage®tdt; = ——

jj

Este resultado nos indica que el tiempo prome-
dio de ocupacion de un estado j es inversamente
proporcional a la razéon de fransicion del estado
hacia cualquier ofro.

4. VARIABLES ALEATORIAS ASOCIADAS A LOS
ESTADOS DE UN PROCESO DE MARKOV

En el modelo de procesos de Markov, es muy im-
portante asociar ciertos atributos a cada estado del
canal. Denotaremos por @, al valor de un atributo
cuando el canal estd en eI estado j y definiremos
un vector columna de atributos como a. Un atribu-
to puede ser la conductancia del canal g(f), la co-
rriente a través del canal i(f) o la carga de com-
puerta g, (f)'*'**°. Esta formulacion nos permitira
calcular Ios propiedades estadisticas de cualquiera
de estos atributos, considerdndolos como variables
aleatorias discretas asociada al canal. Puesto que
el canal estard cambiando de un estado a otro, la
variable también cambia entre los diferentes valo-
res del atributo.

4.1. Propiedades estadisticas de las variables
aleatorias del canal iénico

4.1.1. Valor esperado

El valor esperado de una variable aleatoria discreta
o(t)es

()] = v(t) = Y a;X,(0) = X(a 5y

donde X es la probabilidad de que el canal esté en
el estado j al tiempo fy g, es el valor del atributo
cuando el canal estd en eI estado /.

Por ejemplo, el valor esperado de la conduc-
tancia del canal se puede expresar como
g9(t) = E[g(t)] = >, 7;X;(t), donde v; es la conduc-
tancia del canal cuando estd en el estado j. Otro
caso es el valor esperado de la carga de com-

puerta del canal g4(t) = Elgy(t)] = >, Q;X;(1),
donde Q, es la carga de compuerta del canal
cuando estd en el estado /.

Si la corriente idnica a través del canal
cuando estd en el estado j se define como
I; = 7j(Vin—Veq), donde V_ es el potencial de in-
version del canaly V. es el potencial de membra-
na, el valor esperado de la corriente serd

i(t) = E[i(t)] = 225 (Vi = Veg) X5 () 101820,
4.1.2. Varianza

Una medida de la variabilidad de una variable alea-
toria discreta es la varianza, la cual estd definida
como

o(t) = B[0*(t)] - v*(t Zci"X2 (Z% )(22)

J

4.1.3. Covarianza

La funcién de covarianza proporciona informacion
de la variable aleatoria, en el dominio del tiempo.
Esta funcion da la relacion entre las probabilida-
des de eventos ocurridos en determinado momen-
to, y aguéllos ocurridos antes o después de ese
momento. La funcién de covarianza de una varia-
ble aleatoria discreta estd definida por

o(t) = Eo(t +1)0(t)] = Z Prob{o(t +7) = a; AN0(t) = a;}

i.j
que puede escribirse como

= Prob{i(t + 1) = a; | () = a;}Prob{(t) = a;}

2]

El valor de estado estable (cuando ¢ — ~o) para
la funcidén de autocovarianza puede escribirse
como
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o(r) = Z Yij (1) Xi(00) (23)

donde X() es la probabilidad de que el canal se
encuentre en el estado i para tiempos largos (esta-
do estacionario).

4.1.4. Espectro de potencia

El espectro de potencia proporciona informacion
de la variable aleatoria, en el dominio de la fre-
cuencia. El espectro de potencia C(f) de los cam-
bios en la variable 4(t), se puede obtener a partir
del feorema de Wiener-Khinchin?!, el cual estable-
ce que el espectro de potencia es la transformada
de Fourier de la funcidn de covarianza, es decir

c(f) = /00 C(T)Cij?ﬂf‘rd’r = /00 deek’”lﬂe*j%ﬁdr (24)
o

—o0 J—

gue puede evaluarse término a término para ob-
tener

“o\
) = ds(f) + 3 dhk
O gy 29

donde los 4, son los valores propios, con 4, el va-
lor propio igual a cero. J(f) es la funcion impulso.
Notese que C(f) es una funcion discreta en la fre-
cuencia.

5. MODELOS DE ESTADOS PARA CANALES IONICOS

La apertura o cierre de un solo canal idénico puede
verse como un proceso estocdstico ya que no se
puede predecir con exactitud cudndo un canal ten-
drd una transicidén o no entre un estado u otro; por
ejemplo, no podemos anticipar si el canal pasard
de un estado abierto a uno cerrado??,

Se han propuesto diferentes modelos de cana-
les idnicos con el fin de explicar las propiedades
conocidas mediante técnicas experimentales. Es-
tas propiedades incluyen la dindmica de activacion,
ya sed por ligando o por voltaje, la inactivacion y la
desactivacion, las cuales comUnmente dependen
del voltaje, de un ion o de la fosforilacion. Estos
modelos van desde los mds simples, donde se su-
ponen solo dos estados posibles, hasta algunos mdas
sofisticados, donde el canal transita en el tiempo
entre varios estados abiertos, cerrados e inactivos,
dependiendo de las variables antes menciona-

das®#24, La Figura 1 muestra un registro de canal
unitario obtenido con la técnica de mafch clamp,
en el cual se observa que los canales sélo fransitan
enfre dos estados (I = 0 elm = 6 pA). Este registro
corresponde a un mafch de canales de K* depen-
dientes de voltgje.

5.1. El modelo de dos estados

El modelo mas sencillo es el que considera que el
canal sélo tiene dos posibles estados, A abierfo y
C cerrado, mutuamente excluyentes. El diagrama
cinético de un sistema de este tipo es:

A=C
B8

De este diagrama es claro que la probabilidad
de que el canal esté cerrado mds la probabilidad
de que el canal esté abierto suman uno, lo que
representa una conservacion de probabilidad de
manera andloga a la conservacion de masa que
se tiene en una reaccidén reversible cuyo esque-
ma cinético fuera idéntico?®. Entonces, para co-
nocer cudl es la probabilidad de que el canal se
encuentre en alguno de los estados a un tiempo
t, debe resolverse el sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias de primer orden extraido del
modelo cinético arriba mostrado. Asignemos ar-
bitrariamente el niUmero 1 al estado abierto y el
numero 2 al estado cerrado. Entonces, el siste-
ma de ecuaciones diferenciales que describe las
probabilidades de transicion entre los dos esta-
dos es:

10

Im [pA]

Tiempo [seg]

Figura 1. Corriente unitaria de un canal de K* dependiente
del voltaje, obtenida con la técnica de patch clamp (Origi-
nal). 6 pA corresponde al estado abierto del canal.
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dP;(t) = —aPu(t) + AP(l) (26)
dpjii(t) = aPy(t) - fPa() (27)
dP(gi;(t) = —aPy(t) + BPxn(t) (28)
dPZi(t) = aPy(t) — 6Px(t) (29)

En forrna matricial, estas ecuaciones diferencia-
les pueden escribirse como:

Pi1(t)

i Pia(t) ]/ _ [ Pry(t)

pat) ' [ ) Pua(t) } [ 2 a }

Psy(t) B -8B

Observe que la suma en las filas de la matriz de
razones de fransicion (matriz de fransicion, a) de
estados es igual a cero.

Para encontrar las probabilidades de transicion
como funcién del tiempo,Y (1), debemos determi-
nar los valores propios de «, esto es, resolver el pro-
blema de valores propios asociados:

—a—A ! -
g —p-r|70

que arroja el polinomio caracteristico
MM+ (a4 6) =0

De donde se obtienen los dos valores propios del
modelo 5.1: A\; = 0y Ay = —(a + ). Estos valores
propios nos indican que el modelo se comportard
como asintéticamente estable, y que el valor de
estado estacionario que alcanzardn las probabili-
dades serd una constante diferente de cero.

Para )\, = 0, la matriz caracteristica o — \, I seria

—Q «

(l—)\lI: ﬂ —B

de donde el vector propio se obtiene como aquel
vector Z, que resuelve el problema de valores pro-
pios asociado a a para )\, = 0; esto es:

{ e } { 211 0}
g =B Z12 0

Por lo tanto, el vector propio asociado a \; = 0 es

1
1
o cualquier multiplo constante de él. De manera

similar, se puede plantear la matriz caracteristica
para el valor propio Ay = —(a+ 3):

Zy =

I | P

(8 )\QI— |: ﬂ a

y el vector propio asociado a \y = —(a+3) seria
1

Zoy = 71//50[ o cualguier multiplo constante de él.

Para encontrar las probabilidades de transicion
entre los estados, de acuerdo con la ecuacion 5,
debemos diagonalizar la matriz a. Esto se logra cons-
truyendo las matrices E, E~! y X con los valores y
vectores propios, tal como se especilcd en la sec-
cion 2.3, es decir:

11 o 1 I} a yv_ 10 0
E*[l —1/a}’El*a+5[aa mﬂ]”‘*[o 7(a+‘6)}

La matriz de transicion Y(1), ya se habia definido
como

Pi1(t)
v = | gl

donde Py, (t) y Pe1(t) sonlas probabilidades de que
el canal pase del estado abierto al cerrado y vice-
versq, respectivamente.

Lo anterior es posible dado que

Pio(t)

_ E AtE—l
Pao(t) } ¢

118 0 0 B/(a+B)

{ 1 -1/ } [ 0 —(a+p) ] { af/(a+pB) ey ]: { P ]

—aB/(a+B) JC -]

De acuerdo a lo anterior, las probabilidades de
transicion entre estados se obtienen del producto
EcME-—L que finamente queda asi:

o — qe— (ot
a + Be(eth)t

Y1 (t)
Yo (t)

Yia(t) 1 [ B+aeterdr
a+p [ B—pe (et

Note que la suma de cada fila de la matriz de
fransicion es igual a uno, lo que habla de la conser-
vacion de probabilidad para cada estado (Y, (1) +
Y,,(t) =1, es decir, las dos posibles fransiciones
partiendo del estado cerrado).



114 Revista Mexicana de Ingenieria Biomédica ¢ volumen XXVII ¢ nimero 2 ¢ Diciembre 2006

De acuerdo a la ecuacion 15, las probabilidades
de ocupacioén de los estados Abierto y Cerrado,
X, (1) y X (1), serian:

[ Xa(t)

3+ ae~ (@At o _ qe(ath)t
Xelt) ] = [ Xa0) Xe® | o5 | 515000 oo |

at B | B—Be et o4 pe—(atBt
Recordemos que X,(f) = 1'X_(f), y viceversa, por

lo que si sustituimos este valor en la ecuacion 5.1y
reacomodamos algunos términos, obtenemos:

ot (1 - ef(aw)t)

«
1 e—((¥+5)t)
a+f (

=@

Xa(t) = Xa(0)e~ (T 4

+

Xo(t) = Xo(0)e (@Dt 4

La ecuacion para X (f) nos hace ver que la pro-
babilidad de ocupacién del estado Cerrado es
una funcion exponencial con constante de tiempo
/(e + B). valor inicial X (0) y valor de estado esta-
cionario a/(a + B). Por ejemplo, si el estado inicial
del canal es Cerrado, esto es X (0) = 1, la probalbi-
lidad de que el canal esté cerrado para tiempos
muy largos (estado estacionario) es a/(a + B). Por
conservacion de probabilidad, la probabilidad de
que el canal esté abierto en el estado estacionario
es 1- a/(a + f). es decir, f/(a + B). Andlogamente
podriamos concluir lo que sucede si el estado ini-
cial del canal es Abierto.

Con esto concluimos que en un modelo de dos
estados para un canal iénico, la probabilidad de
ocupacion en estado estacionario sélo depende
de las velocidades de fransicion, a + . Durante la
fase transitoria, la ocupacion de un estado depen-
de exponencialmente del fiempo.

0 1 2
Tiempo [seg]

Estos resultados pueden ser empleados para si-
mular la actividad de un solo canal, como se mues-
fra en la Figura 2. Para obtener estas simulaciones
se empled un modelo de dos estados, en donde
las razones de transicion son diferentes. En la Figura
20) se definié § + 3a mientras que en la Figura 2b),
las velocidades de fransicion seguian la relacion
p=2a.

6. CONCLUSION

En este frabajo se proporcionan herramientas con-
ceptuales y matemdticas para analizar el com-
portamiento estocdstico de las corrientes de ca-
nal unitario y aguéllas generadas por un gran
numero de canales ionicos. De un registro experi-
mental de canal idonico, como el de la Figura T,
se pueden medir los tiempos medios de apertu-
ra, cierre, rdfagas, espacio intra y entre rafagas,
etc., de tal manera que se puede determinar el
esquema de transicion, asi como las velocidades
de fransicion. Al hacer estos registros durante lar-
Qos periodos, se puede observar el comporta-
miento de apertura y cierre del canal, y a partir
de esto es posible proponer el esquema de tran-
sicién que sigue el canal.

Los mecanismos de funcionamiento de un cao-
nal idnico se han descrito a partir de las medicio-
nes experimentales de senales producidas por ellos
durante su actividad en reposo y bajo estimulos.
Las sehales que comunmente se miden son la co-
rriente unitaria (corriente de un solo canal), la co-
rriente de compuerta, la corriente macroscoépica
(corriente debida a todos los canales) y las con-
ductancias unitaria y maxima total''. Segun se ha
planteado anteriormente, cualquiera de estas

b

gL

0 1 2 3
Tiempo [seg]

Figura 2. Corriente de canal unitario simulada con un modelo de dos estados,
como el mostrado en la seccion 5.1. Las velocidades de transicion empleadas se
eligieron como a) § = 3a y b) f = 2a para mostrar lo que ocurre en las rafagas al
variar las velocidades de transicion entre los estados. 6 pA corresponde al estado
abierto del canal, para hacerlo comparable con el registro experimental de Ia

Figura 1.
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mediciones puede ser asociada a una variable
aleatoria que la describa, de forma que cada canal
fenga asociados como atributos a estas variables,
para cada estado incluido en un modelo de ese
fipo de canal.

Asi, el poder establecer la probabilidad de que
un canal se encuenire en un estado u otro, nos
permite definir el valor de cada atributo para un
fiempo dado. Con ello podemos llegar a predecir,
sobre bases estadisticas, el comportamiento de
cada variable en el tiempo, y asi complementar el
estudio experimental de los canales idnicos y sus
propiedades. La herramienta del andlisis estocdsti-
co asi como los modelos de Harkov son Utiles para
describir el comportamiento de cada canal en for-
ma individual, para luego asociarlo con las corrien-
tes macroscopicas, tal como lo hemos discutido
en frabaqjos previos?¢?7,

Para citar un ejemplo, la corriente macroscopi-
ca medible en un miocito debida al ingreso de
Ca?* alinterior celular puede definirse como IC | =
np“i., donde n es el numero de canales disponi-
bles, p es la probabilidad de que esos canales
estén abiertos e i, es la amplitud de la corriente
de un solo canal®. Si cada canal presente en la
célula puede ser modelado como un proceso de
Harkov de dos estados, de acuerdo a lo presenta-
do en la seccion anterior podriamos conocer tan-
to la disponibilidad de cada canal como el tiem-
po de ocupacion de cada estado, con lo cual
seriamos capaces de evaluar la corriente total para
cada tiempo.

Cabe mencionar que el modelo de dos esta-
dos ignora los otros estados conformacionales de
un canal iénico. Esto es, un canal en realidad
presenta ofros estados durante su proceso de
activacion o desactivacion, tales como el esta-
do inactivo, ampliamente reportado’?28, En con-
secuencia, un modelo de dos estados sélo nos
permite estudiar y simular parte de la informacion
gue se obtiene durante un registro experimental.
Esta es la razén principal por la cual se han publi-
cado modelos que incluyen decenas de estados
discretos y que reproducen con mayor fidelidad
el comportamiento real de un cierto tipo de ca-
nal iénico®7:11.23.24,

Dado que muchas propiedades de canales iéni-
cos son funciones del voltaje, entre otras variables,
es frecuente medir estas propiedades como cam-
bios ocasionados por valores fijos y controlados de
voltaje alos cuales se somete la célula. Una técni-
ca comun para hacer estas mediciones es la téc-
nica de fijacién de voltaje??,

20.

21.

22.

23.
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